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基于直觉模糊熵—解析面积的动态多属性决策方法
＊

姚伟烈，林　琳

（沈阳航空航天大学 理学院，辽宁 沈阳　１１０１３６）

摘　要：直觉模糊熵是直觉模糊集理论中的一个非常重要的概念，它反映了直觉模糊集的不确定程度和

模糊程度。本文提出了一种改进的直觉模糊熵，并建立了 基 于 该 熵 的 动 态 属 性 权 重 模 型 和 基 于 直 觉 模

糊解析面积的ＴＯＰＳＩＳ法，并将其应用到直觉模 糊 多 属 性 问 题 中。最 后 用 实 例 表 明 了 该 决 策 方 法 的 正

确性和实用性。
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１　引言

１９６５年Ｚａｄｅｈ［１］提出了模糊集理论，１９７０年Ｂｅｌｌｍａｎ和Ｚａｄｅｈ利用模糊集理论解决多属性决策问

题，提出了模糊决策分析的概念和模型，用于解决实际决策中的不确定性问题。模糊数的提出使得人们

可以利用它较好地描述多属性决策中的模糊性。１９８３年，保加利亚学者Ａｔａｎａｓｓｏｖ［２］提出了直觉模糊

集的概念，直觉模糊集包含了隶属度、非隶属度和犹豫度三个方面的信息，比传统模糊集在处理模糊性

和不确定性等方面更灵活。因此，基于直觉模糊集的多属性决策问题引起了众多学者的关注［３－８］。

目前，有关直觉模糊熵在不确定多属性决策中动态客观权重的研究尚少，但该类问题在实际中却有

着极其重要的应用价值。本文首先提出了一种新的直觉模糊熵，建立了基于该直觉模糊熵求解决策方

案的动态客观权重模型，即每个方案都会有各自的客观权重，克服了决策只有一个客观权重引起的误

差，使决策更符合实际情况；其次针对属性值为直觉模糊集的多属性决策问题，提出了一种基于直觉模

糊解析面积的ＴＯＰＳＩＳ模型求解多属性决策问题。

２　直觉模糊集

定义２．１［９］　设Ｘ为一个给定非空论域，集合Ｘ上的直觉模糊集（ＩＦＳ）Ａ定义如下：

Ａ＝ ｛〈ｘ，μＡ（ｘ），νＡ（ｘ）〉｜ｘ∈Ｘ｝
其中μＡ：Ｘ→［０，１］和νＡ：Ｘ→［０，１］分别表示隶属函数和非隶属函数，μＡ（ｘ）称为元素ｘ对于Ａ 的隶属

度，νＡ（ｘ）称为元素ｘ对于Ａ 的非隶属度，并满足条件０≤μＡ（ｘ）＋νＡ（ｘ）≤１。

ＩＦＳ（Ｘ）表示论域Ｘ上的全体直觉模糊集。

定义２．２［１０］　设非空论域Ｘ上的ＩＦＳ为Ａ＝｛〈ｘ，μＡ（ｘ），νＡ（ｘ）〉｜ｘ∈Ｘ｝，则称πＡ（ｘ）＝１－μＡ（ｘ）

－νＡ（ｘ）为元素ｘ在Ａ 中的犹豫度；ｓＡ（ｘ）＝μＡ（ｘ）－νＡ（ｘ）为元素ｘ在Ａ 中的分数；ｈＡ（ｘ）＝μＡ（ｘ）＋νＡ
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（ｘ）为元素ｘ在Ａ 中的准确度；θＡ（ｘ）＝１－｜μＡ（ｘ）－νＡ（ｘ）｜为元素ｘ在Ａ 中的模糊度。
在文献［１１］中，定义了关于直觉模糊集的若干运算法则。
定义２．３　设非空论域Ｘ上的两个直觉模糊集分别为Ａ＝｛〈ｘ，μＡ（ｘ），νＡ（ｘ）〉｜ｘ∈Ｘ｝和Ｂ＝｛〈ｘ，

μＢ（ｘ），νＢ（ｘ）〉｜ｘ∈Ｘ｝，则：

Ａ∩Ｂ＝｛〈ｘ，ｍｉｎ（μＡ（ｘ），μＢ（ｘ）），ｍａｘ（νＡ（ｘ），νＢ（ｘ））〉｜ｘ∈Ｘ｝

Ａ∪Ｂ＝｛〈ｘ，ｍａｘ（μＡ（ｘ），μＢ（ｘ）），ｍｉｎ（νＡ（ｘ），νＢ（ｘ））〉｜ｘ∈Ｘ｝

ＡＣ＝｛〈ｘ，νＡ（ｘ），μＡ（ｘ）〉｜ｘ∈Ｘ｝

３　直觉模糊熵

定义３．１［１０］　设Ａ∈ＩＦＳ（Ｘ），定义函数Ｅ：ＩＦＳ（Ｘ）→［０，１］，称Ｅ（Ａ）为直觉模糊集Ａ的直觉模糊

熵，如果它满足下列条件：
（１）Ｅ（Ａ）＝０当且仅当ｘ∈Ｘ，μＡ（ｘ）＝１，νＡ（ｘ）＝０或μＡ（ｘ）＝０，νＡ（ｘ）＝１；
（２）Ｅ（Ａ）＝１当且仅当ｘ∈Ｘ，μＡ（ｘ）＝０，νＡ（ｘ）＝０；
（３）Ａ，Ｂ∈ＩＦＳ（Ｘ），ｘ∈Ｘ，有πＡ（ｘ）＝πＢ（ｘ），如果θＡ（ｘ）≥θＢ（ｘ），则Ｅ（Ａ）≥Ｅ（Ｂ）；
（４）Ａ，Ｂ∈ＩＦＳ（Ｘ），ｘ∈Ｘ，有θＡ（ｘ）＝θＢ（ｘ），如果πＡ（ｘ）≥πＢ（ｘ），则Ｅ（Ａ）≥Ｅ（Ｂ）；
（５）Ｅ（Ａ）＝Ｅ（ＡＣ）。
定理３．１　设Ｘ＝｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝为非空论域，Ａ∈ＩＦＳ（Ｘ），则

Ｅ（Ａ）＝ １２ｎ∑
ｎ

ｉ＝１

（τＡ（ｘｉ）＋πＡ（ｘｉ））

是直觉模糊集Ａ的直觉模糊熵，其中τＡ（ｘｉ）＝
１－｜μＡ（ｘｉ）－νＡ（ｘｉ）｜
１＋μＡ（ｘｉ）＋νＡ（ｘｉ）

．

证明　ｘｉ∈Ｘ，由０≤τＡ（ｘｉ）≤１，０≤πＡ（ｘｉ）≤１，可知０≤τＡ（ｘｉ）＋πＡ（ｘｉ）≤２。
（１）若Ｅ（Ａ）＝０，当且仅当ｘｉ∈Ｘ，τＡ（ｘｉ）＋πＡ（ｘｉ）＝０。由于０≤τＡ（ｘｉ）≤１，０≤πＡ（ｘｉ）≤１，则

有πＡ（ｘｉ）＝０且１－｜μＡ（ｘｉ）－νＡ（ｘｉ）｜＝０，所以μＡ（ｘ）＝１，νＡ（ｘ）＝０或μＡ（ｘ）＝０，νＡ（ｘ）＝１。
（２）若Ｅ（Ａ）＝１，当且仅当ｘｉ∈Ｘ，τＡ（ｘｉ）＋πＡ（ｘｉ）＝２，由于０≤τＡ（ｘｉ）≤１，０≤πＡ（ｘｉ）≤１，则

有πＡ（ｘｉ）＝１，τＡ（ｘｉ）＝１且μＡ（ｘｉ）＋νＡ（ｘｉ）＝０，所以μＡ（ｘ）＝０，νＡ（ｘ）＝０。
（３）ｘｉ∈Ｘ，πＡ（ｘｉ）＝πＢ（ｘｉ），若θＡ（ｘｉ）≥θＢ（ｘｉ），则μＡ（ｘｉ）＋νＡ（ｘｉ）＝μＢ（ｘｉ）＋νＢ（ｘｉ），即τＡ

（ｘｉ）≥τＢ（ｘｉ），所以Ｅ（Ａ）≥Ｅ（Ｂ）。
（４）ｘｉ∈Ｘ，θＡ（ｘｉ）＝θＢ（ｘｉ），若πＡ（ｘｉ）≥πＢ（ｘｉ），则μＡ（ｘｉ）＋νＡ（ｘｉ）≤μＢ（ｘｉ）＋νＢ（ｘｉ），即τＡ

（ｘｉ）≥τＢ（ｘｉ），所以Ｅ（Ａ）≥Ｅ（Ｂ）。
（５）ｘｉ∈Ｘ，则ＡＣ＝（μＡＣ（ｘｉ），νＡＣ（ｘｉ））＝（νＡ（ｘｉ），μＡ（ｘｉ）），显然θＡ（ｘｉ）＝θＡＣ（ｘｉ），πＡ（ｘｉ）＝πＡＣ

（ｘｉ），μＡ（ｘｉ）＋νＡ（ｘｉ）≤μＡＣ（ｘｉ）＋νＡＣ（ｘｉ），所以Ｅ（Ａ）＝Ｅ（Ｂ）。

４　决策方案的动态属性权重

设Ｙ＝｛Ｙ１，Ｙ２，…，Ｙｎ｝为方案集，Ｇ＝｛Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ｝为属性集，决策者对各属性的偏好权重为λ＝

｛λ１，λ２，…，λｍ｝，∑
ｍ

ｊ＝１
λｊ ＝１。方案Ｙｉ（ｉ＝１，２，…，ｎ）在属性Ｇｊ（ｊ＝１，２，…，ｍ）下的特征信息用直觉模糊

集表示：Ａｉｊ＝｛〈ｘ，μｉｊ（ｘ），νｉｊ（ｘ）〉｜ｘ∈Ｙ｝，其中μｉｊ（ｘ）表示方案Ｙｉ 满足属性Ｇｊ 的隶属度；νｉｊ（ｘ）表示方

案Ｙｉ 不满足属性Ｇｊ 的隶属度。方案Ｙｉ 在属性Ｇｊ 下决策信息的直觉模糊熵为ＥＧｉｊ，ＥＧｉｊ反映了方案Ｙｉ
在属性Ｇｊ 下决策信息的模糊度和不确定度。ＥＧｉｊ 值越大，模糊程度和不确定的程度越高，说明决策时

方案Ｙｉ 依赖属性Ｇｊ的程度越小，因而决策时该属性的权重越小。
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设方案Ｙｉ 在属性Ｇｊ 下决策信息的偏差度为：ｄＧｉｊ＝１－ＥＧｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｍ．则方案Ｙｉ
在属性Ｇｊ 下的动态客观权重为：

γｉｊ ＝
ｄＧｉｊ

∑
ｍ

ｋ＝１
ｄＧｉｋ

，　ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｍ （１）

　　为兼顾决策者的偏好，依据已知主观权重λ＝｛λ１，λ２，…，λｎ｝，修正属性权重如下：

ωｉｊ ＝ λｊγｉｊ

∑
ｍ

ｋ＝１
λｋγｉｋ

，　ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，…，ｍ （２）

５　直觉模糊集的解析面积

定义５．１　设Ａ，Ｂ∈ＩＦＳ（Ｘ），定义函数Ｓ：ＩＦＳ（Ｘ）×ＩＦＳ（Ｘ）→［０，１］，称Ｓ（Ａ，Ｂ）为直觉模糊集Ａ
与Ｂ的解析面积，如果它满足下列条件：

（１）０≤Ｓ（Ａ，Ｂ）≤１；
（２）当且仅当Ａ＝Ｂ时，Ｓ（Ａ，Ｂ）＝０；
（３）Ｓ（Ａ，Ｂ）＝Ｓ（Ｂ，Ａ）。
定理５．１　设Ａ，Ｂ∈ＩＦＳ（Ｘ），Ａ＝｛〈ｘ，μＡ（ｘ），νＡ（ｘ）〉｜ｘ∈Ｘ｝和Ｂ＝｛〈ｘ，μＢ（ｘ），νＢ（ｘ）〉｜ｘ∈Ｘ｝，

则

Ｓ（Ａ，Ｂ）＝ Ｄ２μ＋Ｄ
２
ν＋Ｄ

２槡 π （３）

为直觉模糊集Ａ与Ｂ 的 解 析 面 积，其 中Ｄμ＝｜νＡ（ｘ）πＢ（ｘ）－νＢ（ｘ）πＡ（ｘ）｜，Ｄν＝｜μＡ（ｘ）πＢ（ｘ）－

μＢ（ｘ）πＡ（ｘ）｜，Ｄπ＝｜μＡ（ｘ）νＢ（ｘ）－μＢ（ｘ）νＡ（ｘ）｜。

证明　将直觉模 糊 集Ａ 和Ｂ 映 射 到 空 间 三 角 平 面ＸＹＺ 中 为 点（μＡ（ｘ），νＡ（ｘ），πＡ（ｘ））和 点

（μＢ（ｘ），νＢ（ｘ），πＢ（ｘ）），如图１所示。

图１　直觉模糊集解析面积的几何解释

由直觉模糊集Ａ和Ｂ 的解析夹角△ＡＯＢ以及邻边ＯＡ 和ＯＢ 构成的平行四边形ＯＡＯ′Ｂ 的面积为

直觉模糊集Ａ和Ｂ 的解析面积。直觉模糊集的解析面积是从解析几何的角度去刻画两个直觉模糊集
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的距离。
从直觉模糊集解析面积的几何解释很容易证明Ｓ（Ａ，Ｂ）满足定义５．１的三个条件，因为平行四边

形ＯＡＯ′Ｂ 的面积介于０与１之间，当且仅当直觉模糊集Ａ和Ｂ 相等时，平行四边形的面积为零，且满

足交换律。

６　决策过程

步骤１：根据式（１）和式（２）计算属性动态客观权重，并兼顾决策者的偏好，修正属性权重；
步骤２：由文献［１２］确定决策正理想方案和负理想方案，则，
正理想方案为α＋＝（α＋１ ，α＋２ ，…，α＋ｍ），其中

α＋ｊ ＝∩
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝

μ
＋
ｉｊ ＝ｍａｘμｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ

ν＋ｉｊ ＝ｍｉｎνｉｊ，ｉ＝１，２，…，
烅
烄

烆 ｎ
　ｊ＝１，２，…，ｍ

　　负理想方案为α－＝（α－１ ，α－２ ，…，α－ｍ），其中

α－ｊ ＝∩
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝

μ
－
ｉｊ ＝ｍｉｎμｉｊ，ｉ＝１，２，…，ｎ

ν－ｉｊ ＝ｍａｘνｉｊ，ｉ＝１，２，…，
烅
烄

烆 ｎ
　ｊ＝１，２，…，ｍ

　　为计算简单起见，提出超正理想方案和超负理想方案分别为：

α＋ｊ ＝∩
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝

μ
＋
·ｊ ＝１

ν＋·ｊ ＝
烅
烄

烆 ０
　ｊ＝１，２，…，ｍ

αｊ－＝∩
ｎ

ｉ＝１
ｘｉｊ ＝

μ
－
·ｊ ＝０

ν－·ｊ ＝
烅
烄

烆 １
　ｊ＝１，２，…，ｍ

　　步骤３：根据式（３）求各个方案与超正理想方案和超负理想方案的解析面积Ｓｃ＋ｉｊ 和Ｓｃ－ｉｊ ；
步骤４：求解各个方案的综合指标

Ｈｉ＝∑
ｍ

ｊ＝１
ωｉｊ

Ｓｃ＋ｉｊ
Ｓｃ＋ｉｊ ＋Ｓ

ｃ－
ｉｊ

，　ｉ＝１，２，…，ｎ

　　步骤５：根据方案综合指标排序，确定最佳方案。按照综合指标的大小可对各个方案进行排序，Ｈｉ
值越小，对应的方案较优。

７　实例分析

为了便于对比，本文采用文献［１３］中的实例进行分析。
某国国防部拟发展一种战术导弹武器装备，研制部门提供了４种导弹型号的有关信息。为了选出

合适的导弹型号，国防部派出的专家组对４种导弹的战术技术指标进行了详细考察，并给出了各指标的

权重如表１所示。
表１　导弹的规范化决策矩阵

型号 命中精度 弹头载荷 机动性能 价格 可靠性 可维修性

１ （０．４７，０） （０．４９，０） （０．５４，０．３６）（０．０２，０．９８） （０．５，０．５） （０．９，０．０５）

２ （０．５８，０） （０．５３，０） （０．２９，０．５４）（０．０２，０．９７） （０．２，０．７） （０．５，０．５）

３ （０．４２，０） （０．４７，０） （０．４９，０．３１）（０．０１，０．９８） （０．８，０．１） （０．８，０．１）

４ （０．５１，０） （０．５１，０） （０．３４，０．４９）（０．０２，０．９８） （０．５，０．５） （０．５，０．５）

λ ０．２　 ０．２　 ０．１　 ０．１　 ０．２　 ０．２
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　　决策过程：
步骤１：根据式（１）和式（２），求解动态客观属性权重再根据主观偏好修正权重为表２；

表２　动态属性权重

型号 命中精度 弹头载荷 机动性能 价格 可靠性 可维修性

１　 ０．１５０９　 ０．１５６１　 ０．０９９８　 ０．１３４６　 ０．２０４０　 ０．２５４７

２　 ０．１７８４　 ０．１６６０　 ０．０９６４　 ０．１３３４　 ０．２２２２　 ０．２０３６

３　 ０．１３９６　 ０．１５３１　 ０．０９０３　 ０．１３６３　 ０．２４０４　 ０．２４０４

４　 ０．１６８３　 ０．１６８３　 ０．０９６９　 ０．１４０６　 ０．２１３０　 ０．２１３０

　　步骤２：通过公式（３）计算各个方案与超正理想方案和超负理想方案的解析面积Ｓｃ＋ｉｊ 和Ｓｃ－ｉｊ ，最终求

得各方案的综合指标为表３；
表３　导弹的综合属性值

型号 综合指标Ｈｉ

１　 ０．４２２８

２　 ０．５９３６

３　 ０．３７２２

４　 ０．５４４４

　　根据方案的综合指标排序Ｈ３＜Ｈ１＜Ｈ４＜Ｈ２，决策方案的最终排序为Ｈ３Ｈ１Ｈ４Ｈ２，确定最

佳方案为Ｈ３．
文献［１３］利用直觉模糊集汉明距离ＴＯＰＳＩＳ法的决策结果也是Ｈ３Ｈ１Ｈ４Ｈ２，说明基于直觉

模糊集的解析面积ＴＯＰＳＩＳ决策方法也是合理的，并且，本文利用直觉模糊熵计算了决策方案的动态权

重，使得每个决策方案都有属于自己的客观权重，克服了传统决策方法没有客观权重或客观权重是决策

方案客观权重平均值的弊端。本文计算的动态客观权重是符合实际情况的，所以决策结果也更符合实

际状况，更合理。

８　结束语

本文针对决策的属性权重信息完全未知的情形，各方案的属性值均为直觉模糊集的多属性决策问

题。首先提出了直觉模糊熵、直觉模糊解析面积等相关概念；其次建立了基于直觉模糊熵的动态客观权

重模型，以及基于直觉模糊集解析面积的ＴＯＰＳＩＳ模型求解多属性方案的综合指标；最后通过一个实

例分析，表明该决策方法的正确性和有效性，且易于实现。
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